Erinnerung:

Definition: Ein Tupel (vy,...,v,) von Vektoren in V heisst geordnete Basis von V', wenn die lineare
Abbildung —_
€ n gl
: ] T, =

bijektiv, also ein Isomorphismus ist.

Definition: Seien B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V und B’ = (wy,...,w,,) eine geordnete
Basis von W. Die Darstellungsmatriz einer linearen Abbildung f: V — W beziiglich der Basen B und B’
ist die eindeutig bestimmte m x n-Matrix A, fiir die fopp = @ o L4 gilt, das heisst, fiir die das folgende
Diagramm kommutiert:

Wir bezeichnen diese Matrix A mit

Eine explizite Rechnung mit dem Ansatz A = (aw) 1<icm liefert fiir alle 1 < 7 <
1<j<n

fvj) = flesle;)) = ¢ (Lales)) = op(de)) = wp( Za’l]wz-



Beispiel: Die Darstellungsmatrix von L, : K™ — K™ beziiglich der jeweiligen Standardbasis ist A.
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Proposition: Fiir jede geordnete Basis B = (vy,...,v,) von V gilt A7 | . A—MQ ]J“
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Prop051t10n Sel B, B', B” je eine geordnete Basis von U, V', bzw. von W. Fiir alle linearen Abbildungen
f:U—=Vund g: V — W gilt dann
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Proposition: Seien B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V und B’ = (wy,...,w,,) eine geordnete
Basis von W. Eine lineare Abbildung f: V' — W ist ein Isomorphismus genau dann, wenn die Darstel-
lungsmatrix g/[f]p quadratisch und invertierbar ist, und dann gilt p[f~'|p = »/[f]5"
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5.7 Basiswechsel \/ —

Definition: Die Matrix j[idy|p fiir geordnete Baser@unesselben Vektorraums V heisst die zu B

und B assoziierte Basiswechselmatriz.

Proposition: Die Basiswechselmatrix z[idy|p ist invertierbar, und ihre Inverse ist gleich glidy|sz =

B[ldv]l_gl
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Proposition: Seien B, B geordnete Basen von V, und B’, B’ geordnete Basen von W. Dann gilt fiir jede
lineare Abbildung f: V — W

| ol = slidely 17l shidvls. |
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Spezialfall: Seien B und B geordnete Basen von V. Dann gilt fiir jede lineare Abbildung f: V — V
B8 = sBldv]s - slfls - Blidv]s
= glidv]s - 8lfls - alidv]5'

= _lidv];" 5[fTs - slidv]s.
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Beispiel:

Betrachte den R-Vektorraum V' := {a + bX 4 cX? | a,b,c € R} aller Polynome vom Grad < 2 mit der
%a"}Basis B := (1, X, X?). Betrachte ausserdem den R-Vektorraum R?® mit der Standardbasis E = (ey, eq, €3).

Betrachte die lineare Abbildung

P(0)
F: V>R P— <p<1)).
P(2)

Wir berechnen ihre Darstellungsmatrix M durch:

a
VL R3 a+bX +eX2—Es| a+b+e
a—+2b+4c
| ¥B pp=id i ||
a 1 00 a
R3 2, R3 b 11 1] (o
c 1 2 4 c
Daher folgt —
110 0
1,2 4




Betrachte nun die folgende Basis von V:

p_ (X -1D(X -2
=

Wir berechnen jetzt die Darstellungsmatrix durch:

a
Vo Re L aEUE=D 4 pX (2 - X) + cX”;lY F b
< C

L PB pp=id oE
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Daher folgt

Aus der Rechnung

folgt
plidv]p = M1
B’ [ldv] B = M




Betrachte nun den Endomorphismus:

P
D:V =V P d—
g dX
Wir berechnen jetzt seine Darstellungsmatrix durch:
V—L2-v a+0X + cX? 2o b 2X
L ¥B 1| ¥B T TF
; a b 010 a
R3 —%-R? b 2cl = |10 0 2
c 0 0 00

Daher folgt

Daraus folgt weiter
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5.8 Rang

Definition: Der Rang einer linearen Abbildung f ist Rang(f) := dim Bild(f).

Proposition: Fiir jede lineare Abbildung f: V' — W und beliebige Isomorphismen ¢: V/ = V und
Vi W S W gils - W _\DT
Rang(¢ o f o ¢) = Rang(f). v Ty
Reco o R BlU(p) o Rll( g ofor) wio (] Rty = Bl (¢ ofop)
bty ofog) < § p (ol | V'V } = [y @[ o€V = J ()| webst (1
Ao Vonng(t)= i Rld () = diow. bt (wofop)= Rag (ypobop) 924 .

Satz: Fiir jede m x n-Matrix A existieren invertierbare Matrizen U und V', so dass UAV eine Blockmatrix

I,|O
ist fiir ein geeignetes 0 < r < min{m, n}, wobei jeweils O die Nullmatrix bezeichnet.
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Satz: Die obige Zahl r ist gleich
/" (a) der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A (Spaltenrang).

(b) der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A (Zeilenrang).

/" (c) dem Rang der linearen Abbildung von Spaltenvektoren L4: K" — K™, v +— Awv.

(d) dem Rang der linearen Abbildung von Zeilenvektoren R4: K™ — K™, v — vA.

Insbesondere héangt r nur von A ab.
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Definition: Die Zahl r heisst der Rang von A und wird bezeichnet mit Rang(A). oty Cd—)
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Proposition: Fiir jede lineare Abbildung f und je zwei geordnete Basen B und B’ gilt

Rang(f) = Rang(s/[f])-

ey (t)= Py (o fo 8] =g (g ) = ey (A)
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Beispiel: Eine m x m-Matrix hat Rang m genau dann, wenn sie invertierbar ist.

Do o LAY = (J;h do/ o rew 0 J UV wvlen UAV= T,

Beispiel: Eine m x n-Matrix hat Rang m genau dann, wenn man aus ihren Spalten Vektoren vq,..., v,
auswahlen kann, so dass die Matrix (vy,...,v,,) invertierbar ist.
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Vp - m=09 = A=0O.
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